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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Àííîòàöèÿ. Äàåòñÿ îïðåäåëåíèå áèíàðíîé îïåðàöèè è åå ñâîéñòâ. Èçâåñòíûå ñâîé-
ñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ äàííûõ îïðåäåëåíèé. Ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Çàäàþòñÿ îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è äîêà-
çûâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé. Äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëÿ è ïðèâîäÿòñÿ
ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ ïîëåé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïîëå.
1.1 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç R. Íàïîìíèì ñâîéñòâà îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ.
1. Ñóììà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë åñòü ñíîâà âåùåñòâåííîå ÷èñëî - çàìêíóòîñòü
2. a, b ∈ R, a + b = b+ a  êîììóòàòèâíîñòü
3. a+ (b+ c) = (a+ b) + c  àññîöèàòèâíîñòü
4. a+ 0 = a  ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ (íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà)
5. a+ (−a) = 0  ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà
Âû÷èòàíèå íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé îïåðàöèåé, âû÷èòàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñëîæå-
íèå: a− b = a+ (−b). Ñâîéñòâà îïåðàöèè óìíîæåíèå
1. Ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë åñòü ñíîâà âåùåñòâåííîå ÷èñëî - çàìêíó-
òîñòü
2. ab = ba  êîììóòàòèâíîñòü
3. a(bc) = (ab)c  àññîöèàòèâíîñòü
4. a1 = a  ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû (íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà)
5. aa−1 = 1, a 6= 0  ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà
Òî÷íî òàê æå íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé îïåðàöèåé äåëåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, a/b =
ab−1, b 6= 0.
Ñâÿçü ñëîæåíèå è óìíîæåíèÿ
a(b+ c) = ab+ ac  äèñòðèáóòèâíîñòü.
Îòìåòèì íåðàâíîïðàâíîñòü îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî
1. îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíò ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ÷èñåë, à äëÿ óìíîæåíèÿ
 òðåáóåòñÿ íåðàâåíñòâî íóëþ ÷èñëà
2. â çàêîíå äèñòðèáóòèâíîñòè íåëüçÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñëîæåíèå è óìíîæåíèå
1.2 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Îñíîâíàÿ èäåÿ  îïðåäåëåíèå íîâûõ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ. Âåùåñòâåííûå
÷èñëà ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé. Ïðè ïåðåõîäå íà ïëîñêîñòü ïîëó÷àåì êîìïëåêñíûå
÷èñëà.
Îïðåäåëåíèå 1 Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ïàðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë z =
(a, b). ×èñëî a = Re(z) íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, à b = Im(z)  ìíèìîé
÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà .
Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C
1.3 Îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè
Îïðåäåëåíèå 2 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1, z2 ðàâíû z1 = z2 ⇔ Re(z1) = Re(z2)&Im(z1) =
Im(z2).
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ñðàçó âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèé.
Ñëîæåíèå çàäàåòñÿ îðìóëîé: z = z1 + z2 ⇔ Re(z) = Re(z1) + Re(z2)&Im(z) =
Im(z1) + Im(z2). ×èñëî(0, 0) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 0. Ýòî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. Â ãåî-
ìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì 1-5 ñëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî.
Óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = z1z2 çàäàåòñÿ îðìóëîé:
Re(z) = Re(z1)Re(z2)− Im(z1)Im(z2)&Im(z) = Im(z1)Re(z2) + Im(z2)Re(z1).
Óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáëàäàåò ñâîéñòâàìè çàìêíóòîñòè, êîììóòàòèâíîñòè
è àññîöèàòèâíîñòè. Âñå ýòè ñâîéñòâà ñëåäóþò èç ñâîéñòâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. ×èñëî
(1,0) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1. Îíî ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî óìíîæåíèþ.
Äëÿ ÷èñëà z = (a, b) 6= 0 îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ çàäàåòñÿ îðìóëîé:
z−1 = (
a
a2 + b2
,− b
a2 + b2
).
Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñâÿçàíî çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (a, b) ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè, åñëè b = Im(z) = 0 . Â ýòîì
ñëó÷àå ýòî ÷èñëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê âåùåñòâåííîå ÷èñëî è êàê êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî. åçóëüòàòû îïåðàöèé íàä òàêèìè ÷èñëàìè íå çàâèñÿò îò òî÷êè çðåíèÿ, à
âìåñòî ÷èñëà (c, 0) áóäåì ïèñàòü c. Åñëè c ∈ R è z = (a, b) ∈ C, òî cz = (ca, cb).
Îïðåäåëåíèå 3 ×èñëî (0, 1) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç i è íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé.
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé îðìå:
z = (a, b) = a+ ib. Çäåñü çàïèñàí ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (a, 0) è ïðî-
èçâåäåíèÿ (b, 0)(0, 1). Èñòîðè÷åñêè îðìóëà äëÿ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âîç-
íèêëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî i2 = −1.
Ôîðìàëüíî çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè âûâîäèòñÿ èç îðìóë ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Êàê áûëî çàìå÷åíî ðàíåå, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ
÷èñåë îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, îðìóëèðóåìûìè îäèíàêîâî.
Îïðåäåëåíèå 4 Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî P , ñîäåðæàùåå íå ìåíåå äâóõ ýëå-
ìåíòîâ, â êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. P çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé, îïåðàöèè êîììóòàòèâíû, àññîöèàòèâíû, îáëàäàþò
íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè 0 ïî ñëîæåíèþ è 1 ïî óìíîæåíèþ. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-
òà åñòü ïðîòèâîïîëîæíûé ïî ñëîæåíèþ, à äëÿ a ∈ P, a 6= 0 ñóùåñòâóåò îáðàòíûé
ïî óìíîæåíèþ. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñâÿçàíû çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.
Åùå îäèí ïðèìåð ïîëÿ  ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç
Q. Äðóãîé ïðèìåð  ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäå a + b
√
2, a, b ∈ Q. Äîêàçàòåëüñòâî ïî-
ñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. Ýòî ïîëå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
Q[
√
2].
1.4 Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 5 ×èñëî a−ib íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê z = a+ ib è îáîçíà÷àåòñÿ
êàê z¯.
Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âûòåêàþò îðìóëû
z1 + z2 = z¯1 + z¯2, z1z2 = z¯1z¯2
Îïðåäåëåíèå 6 Ìîäóëåì ÷èñëà z = a+ib íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî
√
a2 + b2
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |z|
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
z = 0⇔ |z| = 0 zz¯ = |z|2
àâåíñòâî z = z¯ ðàâíîñèëüíî âåùåñòâåííîñòè ýòîãî ÷èñëà. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îá-
ðàòíîå ê íåíóëåâîìó ÷èñëó z çàäàåòñÿ îðìóëîé z−1 = z¯/|z|2,
1.5 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
Àðãóìåíò ÷èñëà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè àáñöèññ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñâÿçü ìåæäó àëãåáðàè÷åñêîé îðìîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îðìîé
îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëîé
z = a+ ib = r(cos(φ) + i sin(φ)).
Èç ñîâïàäåíèÿ ìîäóëåé è àðãóìåíòîâ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñëåäóåò ñîâïàäåíèå
ýòèõ ÷èñåë.
Çàìå÷àíèå Èç ñîâïàäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñëåäóåò ðàâåíñòâî èõ ìîäóëåé, îäíà-
êî, àðãóìåíòû íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü, îíè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ íà ÷èñëî êðàòíîå 2π.
xy
z
r
φ
èñ. 1: Ìîäóëü è àðãóìåíò ÷èñëà
Ïðåäëîæåíèå 1 Óìíîæåíèå äâóõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îðìå îïðåäåëÿ-
åòñÿ îðìóëîé
z1z2 = r1(cos(φ1) + i sin(φ1))r2(cos(φ2) + i sin(φ2)) = r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2))
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì îðìóëó |z1z2| = |z1||z2|. Åñëè z = r(cos(φ)+ i sin(φ)),
òî zn = rn(cos(nφ) + i sin(nφ)).
2 Àëãåáðà ìàòðèö
Àííîòàöèÿ. Äàåòñÿ ïîíÿòèå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû è îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè íàä
ìàòðèöàìè: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, òðàíñïîíèðîâàíèå. Òàêæå ââîäèòñÿ âíåøíÿÿ îïå-
ðàöèÿ  óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî. Äîêàçûâàþòñÿ ñâîéñòâà ââåäåííûõ îïåðàöèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ìàòðèöà, ñëîæåíèå ìàòðèö, óìíîæåíèå ìàòðèö, óìíîæåíèå ìàò-
ðèöû íà ÷èñëî, òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû.
2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 7 Ìàòðèöåé A ðàçìåðà m × n m íàçûâàåòñÿ òàáëèöà, ñîñòîÿùàÿ
èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ âèäà
A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
. . . .
am1 am2 ... amn


Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà èëè ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ. Â äàëü-
íåéøåì èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ A[i|j] = aij , A[i|∗] ñòðîêà ñ íîìåðîì i, A[∗|j] ñòîëáåö
ñ íîìåðîì j.
Îïðåäåëåíèå 8 Äâå ìàòðèöû A,B îäíîãî ðàçìåðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè A[i|j] =
B[i|j], i = 1, ..., m, j = 1, ..., n
Îïðåäåëåíèå 9 Ñóììîé äâóõ ìàòðèö A,B îäíîãî ðàçìåðà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
C = A+B ⇔ C[i|j] = A[i|j] +B[i|j]
Ìíîæåñòâî ìàòðèö îäíîãî ðàçìåðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
1. çàìêíóòîñòü
2. êîììóòàòèâíîñòü
3. àññîöèàòèâíîñòü
4. ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà
5. ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà
Íåéòðàëüíûé ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç Θ.
2.2 Óìíîæåíèå ìàòðèö
Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ ìåíåå î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 10 Ìàòðèöà C ðàçìåðà m× l íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìàò-
ðèö A ðàçìåðà m× n è B ðàçìåðà n× l åñëè
C[i|j] =
n∑
k=1
A[i|k]B[k|j]
Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m× n íå áóäåò çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ m = n. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåì îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïðè m > 1.
Ïðåäëîæåíèå 2 Óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî. Åñëè äàíû ìàòðèöû A ðàç-
ìåðà m× n , B ðàçìåðà n× l è C ðàçìåðà l × q, òî (AB)C = A(BC)
2.3 Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè
Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìàòðèö ñâÿçàíû çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè
A(B + C) = AB + AC (A+B)C = AC +BC
Â ýòèõ îðìóëàõ ðàçìåðû ìàòðèöû ñîãëàñîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïåðàöèè
èìåëè ñìûñë. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, çàïèñûâàåì
îáå îðìóëû.
Îïðåäåëåíèå 11 Ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû, èìåþùèå îäèíàêîâûå èíäåêñû,
íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ýòîé ìàòðèöû, èëè ïðîñòî äèàãîíàëüþ.
Èíîãäà óêàçàííîå îïðåäåëåíèå ðàñïðîñòðàíÿþò è íà ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.
Îïðåäåëåíèå 12 Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû âíå ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Òàêàÿ ìàòðèöà çàäàåòñÿ ëèøü äèà-
ãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè d1, ..., dn è îáîçíà÷àåòñÿ êàê D = diag(d1, d2, ..., dn).
Îïðåäåëåíèå 13 Åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïî-
ðÿäêà n In = diag(1, 1, ..., 1) , èëè In[i|j] = δij , ãäå δij  ñèìâîë Êðîíåêåðà, òî åñòü
âåëè÷èíà ðàâíàÿ 1 ïðè ñîâïàäåíèè èíäåêñîâ è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïðåäëîæåíèå 3 Äëÿ ìàòðèöû A ðàçìåðà m × n ñïðàâåäëèâû îðìóëû ImA =
AIn = A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåí-
òîì ïî óìíîæåíèþ.
2.4 Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî
Îïðåäåëåíèå 14 Ìàòðèöà A åñòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû B íà ÷èñëî b ( A = bB,)
åñëè A[i|j] = bB[i|j]
Ýòà îïåðàöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè
a(A +B) = aA+ aB, (a + b)A = aA+ bA, (ab)C = a(bC), a(BC) = (aB)C = B(aC)
Çäåñü èìåþò äåëî ñ âíåøíåé îïåðàöèåé, à íå ñ áèíàðíîé îïåðàöèè, ïîñêîëüêó îïåðàí-
äû ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè îáúåêòàìè. Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî a ìîæíî çàìåíèòü
óìíîæåíèåì ýòîé ìàòðèöû íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
êîòîðîé ðàâíû ýòîìó ÷èñëó.
2.5 Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû
Îïðåäåëåíèå 15 Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå A, åñëè
B[i|j] = A[j|i]. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ê A îáîçíà÷àåòñÿ AT .
Ïðåäëîæåíèå 4 Ñïðàâåäëèâû îðìóëû : (A+B)T = AT +BT , (AB)T = BTAT
3 Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïåðåñòàíîâêè èç n ÷èñåë è åå ÷åòíîñòè. Äàåòñÿ îïðå-
äåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû è óñòàíàâëèâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ïåðåñòàíîâêà, ïîäñòàíîâêà, ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè, îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû.
3.1 Ïåðåñòàíîâêè è ïîäñòàíîâêè
Îïðåäåëåíèå 16 Ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë 1, ..., n íàçûâàåòñÿ çàïèñü ýòèõ ÷èñåë â ïðî-
èçâîëüíîì ïîðÿäêå i1, i2, ..., in. Äâå ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, ..., n íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.
åñëè â íèõ íà îäèíàêîâûõ ìåñòàõ ñòîÿò îäèíàêîâûå ÷èñëà.
Âñåãî ñóùåñòóþò n! ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 17 Ïàðà ÷èñåë ik, ij â ïåðåñòàíîâêå îáðàçóåò èíâåðñèþ, åñëè ïðè
k < j èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ik > ij . ×åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå
íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòüþ ýòîé ïåðåñòàíîâêè.
Îïðåäåëåíèå 18 Òðàíñïîçèöèåé â ïåðåñòàíîâêå íàçûâàåòñÿ çàìåíà ìåñòàìè äâóõ
ýëåìåíòîâ ýòîé ïåðåñòàíîâêè.
Òåîðåìà 1 Ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ ìåíÿåò ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè íà ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ.
3.2 Ïîäñòàíîâêè
Îïðåäåëåíèå 19 Ïîäñòàíîâêîé èç n ÷èñåë íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå f ìíîæåñòâà èç ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ñåáÿ.
Ïîäñòàíîâêà çàäàåòñÿ òàáëèöåé, ãäå âåðõíÿÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç àðãóìåíòîâ, à íèæíÿÿ
èç çíà÷åíèé óíêöèè.
(
1 2 ... n
f(1) f(2) ... f(n)
)
=
(
1 2 ... n
i1 i2 ... in
)
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìåíÿÿ ìåñòàìè ñòîëáöû â òàáëèöå, íå ìåíÿåì ïîäñòà-
íîâêó. Ïîäñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè îáå ñòðîêè òàáëèöû èìåþò îäèíàêîâóþ
÷åòíîñòü, è íå÷åòíîé èíà÷å. Ïîñêîëüêó òðàíñïîçèöèÿ ñòîëáöîâ òàáëèöû ñâîäèòñÿ ê
îäíîâðåìåííîé òðàíñïîçèöèè â îáåèõ ñòîêàõ òàáëèöû, çíà÷åíèå ÷åòíîñòè ïîäñòàíîâ-
êè íå çàâèñèò îò âûáîðà òàáëèöû.
3.3 Îïðåäåëèòåëü
Îïðåäåëåíèå 20 Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
det(A) = |A| =∑±A[1|i1]A[2|i2] · · ·A[n|in],
ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì èç n ÷èñåë, à êàæäîå ñëàãàåìîå
áåðåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ èëè ìèíóñ â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè.
Ïåðåñòàâëÿÿ ñîìíîæèòåëè â êàæäîì ñëàãàåìîì, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ îðìóëó.
Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü â âèäå
|A| =∑±A[k1|j1]A[k2|j2] · · ·A[kn|jn],
ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîäñòàíîâêàì, à çíàê îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ
ïîäñòàíîâêè.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ñëàãàåìîì ïðèñóòñòâóþò ïðåäñòàâèòåëè êàæ-
äîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû. Íàïðèìåð,
det(a11) = a11,
∣∣∣∣∣ a11 a12a21 a22
∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21
3.4 Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ
1. |A| = |AT |. Èç äàííîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ, ñîðìóëèðî-
âàííûå äëÿ ñòðîê, ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñòîëáöîâ.
2. Åñëè îäíà ñòðîêà ìàòðèöû ñîñòîèò èç íóëåé, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ
3. Åñëè ñòðîêó ìàòðèöû óìíîæèòü íà ÷èñëî, òî åå îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà
ýòî ÷èñëî
4. Åñëè â ìàòðèöå ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ñòðîêè, òî åå îïðåäåëèòåëü ïîìåíÿåò
çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
5. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ ðàâíûìè ñòðîêàìè ðàâåí íóëþ
6. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòðîêàìè ðàâåí íóëþ
7. Åñëè A[i|∗] = A′[i|∗] + A′′[i|∗], òî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A[1|∗]
......
A[i|∗]
.....
A[n|∗]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A[1|∗]
......
A′[i|∗]
.....
A[n|∗]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A[1|∗]
......
A′′[i|∗]
.....
A[n|∗]
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó ðàçìåðà
1× n. Â ýòîì ñìûñëå îïðåäåëåíû ñóììà ñòðîê è ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè íà ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå 21 Ñòðîêà A[i|∗] åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê B[1|∗], ..., B[k|∗],
åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà b1, .., bk òàêèå, ÷òî A[i|∗] = b1B[1|∗]+b2B[2|∗]+· · ·+bkB[k|∗].
Èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ñëåäóåò
1. Åñëè êàêàÿ-òî ñòðîêà ìàòðèöû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ ñòðîê, òî
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí íóëþ
2. Åñëè êàêîé-òî ñòðîêå ìàòðèöû ïðèáàâèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îñòàëüíûõ
ñòðîê, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ
Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé âûñîêîãî ïîðÿäêà íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåý-
åêòèâíûì. Íà ïðàêòèêå ïûòàþòñÿ óïðîñòèòü âèä ìàòðèöû òàêèì îáðàçîì, ÷òî â íåé
ïîÿâèëèñü íóëåâûå ýëåìåíòû. Â òî æå âðåìÿ, êîíå÷íûé ðåçóëüòàò çàâèñèò íå òîëüêî
îò ÷èñëà íóëåé â ìàòðèöå, íî è îò èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Îñîáåííî ïðîñòîé
ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè óäàåòñÿ ñâåñòè ìàòðèöó ê òðåóãîëüíîé îðìå.
Îïðåäåëåíèå 22 Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé, åñëè A[i|j] = 0, i > j.
Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê íåé ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé.
Ïðèìåðîì âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà
A =


1 2 3
0 3 4
0 0 5


Ïðåäëîæåíèå 5 Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåí-
òîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè.
4 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà è îðìóëû Êðàìåðà
Àííîòàöèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ îðìóëà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðîé ñòðîèòñÿ ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå. Âûâîäÿòñÿ îð-
ìóëû Êðàìåðà, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåâû-
ðîæäåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö è óñòàíàâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðå-
äåëèòåëÿ Êëþ÷åâûå ñëîâà. Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå, ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ
ïî ñòðîêå, îáðàòíàÿ ìàòðèöû, îðìóëû Êàðìåðà, îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàò-
ðèö
Â ýòîé ëåêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü A ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Ñèìâîë A(i|j) îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç
èñõîäíîé âû÷åðêèâàíèåì ñòîêè ñ íîìåðîì i è ñòîëáöà ñ íîìåðîì j. Îïðåäåëèòåëü
ýòîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ïîðÿäêà n−1, à ÷èñëî (−1)i+j|A(i|j)| íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê ýëåìåíòó A[i|j] = aij èñõîäíîé ìàòðèöû. Àëãåáðàè-
÷åñêîå äîïîëíåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Aij .
4.1 àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó
Òåîðåìà 2 Ñïðàâåäëèâû îðìóëû
|A| =∑
j
aijAij =
∑
j
aijAij (1)
Ïåðâàÿ èç ýòèõ îðìóë íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå ñ íîìåðîì
i, à âòîðàÿ  ðàçëîæåíèåì ïî ñòîëáöó ñ íîìåðîì i.
Ïðåäëîæåíèå 6 Ñïðàâåäëèâû îðìóëû∑
k
aikAjk =
∑
k
akiAkj = |A|δij
Îïðåäåëåíèå 23 Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ïðàâîé îáðàòíîé ê ìàòðèöå A, åñëè AB =
I. Ìàòðèöà C íàçûâàåòñÿ ëåâîé îáðàòíîé ê ìàòðèöå A, åñëè CA = I
4.2 Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû
Ìàòðèöà ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îíà íåâûðîæäåííàÿ.
Òåîðåìà 3 Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ îáðàòíàÿ
ìàòðèöà, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ëåâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé, è òàêàÿ
ìàòðèöà åäèíñòâåííà.
Ýòà åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé, îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì A−1, à åå
ýëåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî îðìóëå
A−1[i|j] = Aji|A|
4.3 Ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðè-
öåé
àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
· · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn
(2)
Â ìàòðè÷íîé îðìå ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå AX = B
Òåîðåìà 4 Ïóñòü â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2) |A| 6= 0. Òîãäà ýòà ñèñòåìà ñîâìåñòíà
è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
åøåíèå ñèñòåìû (2) ïðåäñòàâèìî â îðìå X = A−1B. Ïîñëåäíÿÿ îðìóëà, çàïè-
ñàííàÿ â âèäå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, èìååò âèä
X[k] =
1
|A|
∑
i
B[i]Aik =
1
|A|
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · b1 · · · a1n
a21 · · · b2 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 · · · bn · · · ann
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)
Â îðìóëå (3) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé ìàò-
ðèöû çàìåíîé ñòîëáöà ñ íîìåðîì k ñòîëáöîì èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ôîðìóëó (3)
íàçûâàþò ïðàâèëîì Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
îíà íå î÷åíü óäîáíà, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ íàéòè n + 1 îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n. Íà
ïðàêòèêå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðèìåíÿþò ìåòîä àóññà èëè åãî ìîäèèêàöèè.
Îïðåäåëåíèå 24 Ñèñòåìà (2) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëå-
íîâ â íåé ñîñòîèò èç íóëåé
Ïðåäëîæåíèå 7 Åñëè â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ìàòðèöà ñèñòåìû íåâûðîæäåíà, òî
ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå íóëåâîå ðåøåíèå
4.4 Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåò îäèí èç óíäàìåíòàëüíûõ àêòîâ â òåîðèè îïðåäå-
ëèòåëåé.
Òåîðåìà 5 Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîãî ïîðÿäêà ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ñîìíîæèòåëåé , |AB| = |A||B|
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè
îáðàòíîé ìàòðèöû
Ïðåäëîæåíèå 8 Äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò ò.
è ò. ò., êîãäà |A| 6= 0
5 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
Àííîòàöèÿ. Äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì
è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû òàêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåê-
òîðîâ. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàíãà ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ââîäÿòñÿ
ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè è áàçèñà ïðîñòðàíñòâà è êîîðäèíàò âåêòîðà â çàäàííîì áàçèñå.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ëèíåéíàÿ çàâèñìîñòü ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû âåêòîðà
5.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 25 Ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì L íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, â êîòîðîì çàäàíû âíóòðåííÿÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèå âåêòî-
ðîâ è âíåøíÿÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà ÷èñëà èç ïîëÿ. Ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ
1. α + β = β + α, α, β ∈ L
2. α + (β + γ) = (α+ β) + γ
3. ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà α +Θ = α
4. ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî α+ (−α) = Θ
Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
1. (ab)α = a(bα), a, b ∈ F
2. ñâîéñòâî íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ 1α = α, 1 ∈ F
ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñâÿçàíû äâóìÿ çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè
1. (a+ b)α = aα + bα, a, b ∈ F
2. a(α + β) = aα + aβ
Ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m × n íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûå ñëó÷àè: ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ
m× 1 è ïðîñòðàíñòâî ñòðîê 1× n. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë  ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ïðåäëîæåíèå 9 Èìåþò ìåñòî îðìóëû
0α = Θ, aΘ = Θ
Ïðåäëîæåíèå 10 Åñëè aα = Θ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a = 0 èëè α = Θ.
5.2 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå 26 Ñèñòåìà âåêòîðîâ α1, α2, ..., αm ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð ÷èñåë a1, a2, .., am, îá-
ëàäàþùèé ñâîéñòâîì
a1α1 + a2α2 · · ·+ amαm = Θ
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà è
a1α1 + a2α2 · · ·+ amαm = Θ,
òî âñå êîýèöèåíòû ai äîëæíû áûòü íóëåâûìè.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ñîñòîÿùàÿ èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà, áóäåò ëè-
íåéíî çàâèñèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò âåêòîð íóëåâîé. Óêàçàííîå îïðå-
äåëåíèå ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Ïðåäëîæåíèå 11 Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ áîëåå îäíîãî âåêòîðà, áóäåò
ëèíåéíî çàâèñèìîé i, êîãäà êàêîé-òî âåêòîð ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
îñòàëüíûõ âåêòîðîâ.
Ïðåäëîæåíèå 12 Ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ ëèíåéíî çàâèñèìóþ ïîä-
ñèñòåìà, ñàìà áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé.
Òåîðåìà 6 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè). Ïóñòü äàíû äâå ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ α1, .., .αm è β1, ..., βn. Ïåðâàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìîé, è êàæäûé âåêòîð ïåðâîé ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ
âòîðîé ñèñòåìû. Òîãäà m ≤ n.
5.3 àíã ñèñòåìû âåêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå 27 Ïîäñèñòåìà αi1 , ..., αir ñèñòåìû âåêòîðîâ S = α1, ..., αm íàçû-
âàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìîé (ÌËÍÏ) â S , åñëè ýòà
ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à äîáàâëåíèå ëþáîãî âåêòîðà èç ñèñòåìû S ïðå-
âðàùàåò åå â ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó.
Ïðåäëîæåíèå 13 Ëþáîé âåêòîð ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èç
ÌËÍÏ
Ïðåäëîæåíèå 14 Äâå ÌËÍÏ îäíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñ-
ëî âåêòîðîâ.
Îïðåäåëåíèå 28 ×èñëî âåêòîðîâ â ÌËÍÏ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ýòîé ñèñòåìû. Åñ-
ëè ìíîæåñòâî âåêòîðîâ åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ÌËÍÏ íàçûâàåòñÿ áà-
çèñîì (áàçîé) ïðîñòðàíñòâà, à ðàíã ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíî-
ñòüþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. àíã ñèñòåìû âåêòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì rank, à
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñèìâîëîì dim
Îïðåäåëåíèå 29 Äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàæ-
äûé âåêòîð îäíîé ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ äðóãîé ñèñòåìû
Ïðåäëîæåíèå 15 àíãè ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì ñîâïàäàþò
Ïóñòü L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, α1, ..., αm  áàçà ïðîñòðàíñòâà è α ∈ L  ïðîèçâîëü-
íûé âåêòîð.
Îïðåäåëåíèå 30 Êîýèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçå
α =
m∑
i=1
aiαi
íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â äàííîé áàçå
Ñàì âåêòîð ïðîñòðàíñòâà îò áàçû íå çàâèñèò, íî åãî êîîðäèíàòû çàâèñÿò îò áàçû.
Ïðåäëîæåíèå 16 Êîîðäèíàòû âåêòîðà â äàííîé áàçå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
6 àíã ìàòðèöû
Àííîòàöèÿ. Äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàíãà ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû. Äîêàçûâàþòñÿ îñ-
íîâíàÿ òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû è òåîðåìà î ðàíãå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ïðåäñòàâ-
ëåíû ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. àíã ìàòðèöû, ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
Îïðåäåëåíèå 31 àíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ, ñîñòàâ-
ëåííîé èç ñòðîê ýòîé ìàòðèöû
6.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
àíã ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì rank(A). Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåñòàíîâêà
ñòðîê ìåñòàìè íå ìåíÿåò ðàíãà ìàòðèöû. Åñëè ïîìåíÿëè ìåñòàìè ñòîëáöû, òî ëè-
íåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñòðîêàìè, åñëè îíà áûëà, îñòàíåòñÿ è ïîñëå óêàçàííîé
ïåðåñòàíîâêè ñ òåìè æå ñàìûìè êîýèöèåíòàìè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñòàíîâ-
êà ñòîëáöîâ òàêæå íå ìåíÿåò ðàíãà ìàòðèöû.
Îïðåäåëåíèå 32 Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ
1. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê
2. Óìíîæåíèå ñòðîêè íà ÷èñëî îòëè÷íîå îò íóëÿ
3. Ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ÷èñëî
4. Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòîëáöàìè
Ïðåäëîæåíèå 17 Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû íå ìåíÿþò ðàí-
ãà ìàòðèöû
Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿþò ñèñòåìó ñòðîê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé.
6.2 Âû÷èñëåíèå ðàíãà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Ïðåäëîæåíèå 18 àíã ìàòðèöû
A =


a11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 · · · · · · a2n
0 0 a33 · · · a3n
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · 0 arr · · · arn
0 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0


, (4)
ãäå a11a22 · · ·arr 6= 0, ðàâåí r.
Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó B ïðèâîäèì ê âèäó (4) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è
îïðåäåëÿåì ðàíã ìàòðèöû.
6.3 Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðàíãå
Òåîðåìà 7 àíã ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì ïîðÿäêîì îòëè÷íûõ îò íó-
ëÿ ìèíîðîâ ýòîé ìàòðèöû
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì
Ïðåäëîæåíèå 19 àíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà íà îñíîâå äîêàçàííîé òåîðåìû òðåáó-
åòñÿ ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ìèíîðû ìàòðèöû. Íà ñàìîì äåëå, ýòîò ïåðåáîð ìîæ-
íî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü. Âûáåðåì â ìàòðèöå A ïðîèçâîëüíûå k ñòðîê ñ íîìåðàìè
i1, . . . , ik è k ñòîëáöîâ j1, . . . , jk.Íà èõ ïåðåñå÷åíèè ñòîèò ìàòðèöà A[i1, . . . , ik|j1, . . . , jk],
êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç A′. Äîáàâèì åùå îäíó ñòðîêó ñ íîìåðîì i è ñòîëáåö ñ íî-
ìåðîì j. Ìàòðèöó A[i1, . . . , ik, i|j1, . . . , jk, j] íàçîâåì îêàéìëåíèåì ìàòðèöû A′.
Òåîðåìà 8 Åñëè |A′| 6= 0, à âñå îêàéìëåíèÿ ýòîé ìàòðèöû èìåþò íóëåâûå îïðåäå-
ëèòåëè, òî rank(A) = k
Äðóãîå çàìå÷àòåëüíîå ñëåäñòâèå îñíîâíîé òåîðåìû
Ïðåäëîæåíèå 20 Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû
6.4 àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
Ïóñòü ìàòðèöà C = AB. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû C åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê ìàòðèöû B, à êàæäûé ñòîëáåö
ìàòðèöû C åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Îòñþäà ñëåäóåò
Òåîðåìà 9 Ïóñòü C = AB. Òîãäà rank(C) ≤ min(rank(B), rank(B)). Åñëè |A| 6= 0,
òî rank(C) = rank(B).
7 Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû äàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ÷åðåç
óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû äîêàçû-
âàåòñÿ òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè î ñîâìåñòíîñòè, ïîñëå ÷åãî äàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
îáùåãî ðåøåíèÿ ÷åðåç îáùåå ðåøåíèå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû, òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè, îáùåå ðåøå-
íèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû.
7.1 Îäíîðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé
Îïðåäåëåíèå 33 Îäíîðîäíîé ñèñòåìîé m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè íàçûâàåò-
ñÿ ñèñòåìà âèäà
A ∗X = Θ, (5)
ãäå A m× n ìàòðèöà, à X ñòîëáåö äëèíû n.
Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, ïîñêîëüêó ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò íóëåâîå ðå-
øåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 21 Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû îáðàçóþò ëèíåéíîé
ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê äëèíû n
Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (5)
ïðåäñòàâèìî â âèäå
X = a1X1 + a2X2 + · · ·+ apXp (6)
ãäå âåêòîðû X1, . . . , Xp îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé.
Îïðåäåëåíèå 34 Âåêòîð X(a1, ..., ap) íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (5), åñëè
1. Ïðè ëþáîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû
2. Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäîáðàâ ïàðàìåòðû
Ôîðìóëà (6) äàåò ïðèìåð îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà 10 Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò ðàçìåðíîñòü n−r,
ãäå r = rank(A)
7.2 Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé
Îïðåäåëåíèå 35 Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A ∗X = B íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîä-
íîé ñèñòåìîé, åñëè B 6= Θ
Â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå ñèñòåìà ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæ-
íî âçÿòü ñèñòåìó 0 ∗ x1 = 1.
Ïóñòü èìååòñÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
AX = B (7)
Òåîðåìà 11 (Êðîíåêåð-Êàïåëëè) Íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (7) ñîâìåñòíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rank(A) = rank(A|B)
Âìåñòå ñ ñèñòåìîé (7) ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà
AY = Θ (8)
Òåîðåìà 12 Îáùåå ðåøåíèå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (7) ïðåäñòàâèìî â âèäå
X(a1, ..., an−r) = X0 +
n−r∑
i=1
aiYi,
ãäå X0 - ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7), Yi, i = 1, ..., n − r óíäàìåíòàëüíîå ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (8), n ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå, r = rank(A)
8 Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ
âåêòîðîâ.
Àííîòàöèÿ. àññìàòðèâàþòñÿ ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ. Âûâîäÿòñÿ îðìóëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îïåðàöèè â îðòîíîðìè-
ðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äàåòñÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ âû-
÷èñëåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå
8.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå èìåþò ðàçìåðíîñòè 2 è 3
ñîîòâåòñòâåííî. Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ òîé æå ðàçìåðíîñòè â
îòìå÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ êàæäûì âåêòîðîì ñâÿçûâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà. Èìåÿ
äëèíó îòðåçêà, ìîæíî îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
Îïðåäåëåíèå 36 Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, îïðå-
äåëåííîå îðìóëîé
(α, β) = |α||β| cos( ˆα, β)
Îïðåäåëåíèå 37 Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (α,Θ) = 0. Òî åñòü, íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó
âåêòîðó ïðîñòðàíñòâà.
Ïðåäëîæåíèå 22 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
1. (α, α) ≥ 0, ïðè÷åì (α, α) = 0⇔ α = Θ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü
2. (α, β) = (β, α)  ñèììåòðè÷íîñòü
3. (aα + bβ, γ) = a(α, γ) + b(β, γ) áèëèíåéíîñòü
Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð îðòîãîíàëüíûé êî âñåì âåê-
òîðàì ïðîñòðàíñòâà ðàâåí íóëþ ( ïîñêîëüêó ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí ñàìîìó ñåáå)
Èìåþò ìåñòî îðìóëû
|α|2 = (α, α) cos( ˆα, β) = (α, β)|α||β|
Ïëîùàäü S ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà äâóõ âåêòîðàõ îïðåäåëÿåòñÿ îðìó-
ëîé
S2 =
∣∣∣∣∣ (α, α) (α, β)(α, β) (β, β)
∣∣∣∣∣
8.2 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà áàçà {αi}. Äâà âåêòîðà îïðåäåëåíû ñâîèìè êîîðäèíà-
òàìè â ýòîé áàçå
β =
∑
i
biαi, γ =
∑
j
cjαj
Èç ñâîéñòâà áèëèíåéíîñòè âûòåêàåò îðìóëà
(β, γ) =
∑
i,j
bicj(αi, αj)
Îïðåäåëåíèå 38 Ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà
(αi, αj) = δij
Ïðåäëîæåíèå 23 Ëþáàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé.
Èç ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ÷èñëî âåêòîðîâ
ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ áàçó ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.
Ïðåäëîæåíèå 24 Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð β ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííî-
ìó áàçèñó ñ êîîðäèíàòàìè
β =
∑
i
biαi, bi = (β, αi)
Ïðåäëîæåíèå 25 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ, îïðåäåëåííûõ êîîðäèíà-
òàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, çàäàåòñÿ îðìóëîé
(β, γ) =
∑
i
bici
8.3 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 39 Ïóñòü çàäàíû òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà α, β, γ, íà÷àëà êî-
òîðûõ ñâåäåíû â îäíó òî÷êó. Ýòà òðîéêà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðàâîé, åñëè ãëÿäÿ
ñ âåðøèíû âåêòîðà γ íà áèññåêòðèñó óãëà ìåæäó âåêòîðàìè α, β âèäèì âåêòîð α
ñïðàâà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà áóäåò ëåâîé
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîìåíÿâ ìåñòàìè ëþáûå äâà âåêòîðà â òðîéêå, ìåíÿåì
îðèåíòàöèþ òðîéêè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.
Îïðåäåëåíèå 40 Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ α, β íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð γ = [α, β], îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè
1. γ⊥α γ⊥β
2. |γ| = |α||β| sin( ˆα, β)
3. òðîéêà α, β, γ ïðàâàÿ.
Ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ¾òðîéêà α, β, γ ëåâàÿ¿, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ òåî-
ðèþ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû êîëëèíåàðíû. Äëèíà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
âåêòîðîâ ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.
Ïðåäëîæåíèå 26 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
1. [α, β] = −[β, α]
2. [aα + a′α′, β] = a[α, β] + a′[α′, β]
8.4 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ
Ïóñòü èìååòñÿ ïðàâàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ áàçà ǫ1, ǫ2, ǫ3. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ [ǫ1, ǫ2] = ǫ3], [ǫ2, ǫ3] = ǫ1, [ǫ3, ǫ1] = ǫ2.
Ïðåäëîæåíèå 27 Ïóñòü âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â ïðàâîì îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçå ǫ1, ǫ2, ǫ3 : α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3). Òîãäà âåêòîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ
[α, β] =
∣∣∣∣∣∣∣
ǫ1 ǫ2 ǫ3
a1 a2 a3
b1 b2 b3
∣∣∣∣∣∣∣ = ǫ1(a2b3 − a3b2)− ǫ2(a1b3 − a3b1) + ǫ3(a1b2 − a2b1) (9)
ïî ïåðâîé ñòðîêå.
Ïîëüçóÿñü óêàçàííîé îðìóëîé ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, êî-
ãäà èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè äëèíó âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïîëó÷èâøèéñÿ ðåçóëüòàò ñ ïëîùàäüþ ïàðàëëåëî-
ãðàììà, âû÷èñëåííîé ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
8.5 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå 41 Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ âåêòîðîâ α, β, γ íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî (α, β, γ) , âû÷èñëÿåìîå ïî îðìóëå ([α, β], γ)
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ ðàâíî îáúåìó
ïàðàëëåëåïèïåäà, ñìåæíûìè ðåáðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýòè âåêòîðû.
α
γ
β
[α, β]
t
èñ. 2: Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (α, β, γ) = |[α, β]||γ| cos(t)
Ïðè ýòîì çíàê ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé òðîéêè: çíàê ïî-
ëîæèòåëüíûé, åñëè òðîéêà ïðàâàÿ, è îòðèöàòåëüíûé, åñëè òðîéêà ëåâàÿ. Ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû êîìïëàíàðíû.
8.6 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî êàæ-
äîìó àðãóìåíòó. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü ðåçóëüòàò, çíàÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.
Ïðåäëîæåíèå 28 Ïóñòü âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â ïðàâîì îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå ǫ1, ǫ2, ǫ3 : α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3), γ = (c1, c2, c3). Èõ
ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî îðìóëå
∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3
∣∣∣∣∣∣∣ (10)
Ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ñòðîê â îïðåäåëèòåëå (10) ýòîò îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿ-
åòñÿ. Îòñþäà è èç êîììóòàòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî (α, [β, γ]) =
([α, β], γ). Ýòî çàìå÷àíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ëþáûå
äâà àðãóìåíòà, èçìåíÿåì çíàê ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
9 Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè
Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àèííîãî ïðîñòðàíñòâà è óêàçûâàåòñÿ ñïîñîá ïî-
ñòðîåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðÿìîé è ïðè-
âîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Àèííîå ïðîñòðàíñòâî, ñèñòåìà êîîðäèíàò, óðàâíåíèå ïðÿìîé
íà ïëîñêîñòè.
9.1 Àèííîå ïðîñòðàíñòâî
Îïðåäåëåíèå 42 Àèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå âìåñòå ñ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðîâ, ëåæàùèõ
â ýòîé ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå
Îïðåäåëåíèå 43 Ñèñòåìîé êîîðäèíàò â àèííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ òî÷-
êà O(íà÷àëî êîîðäèíàò) è áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ
×àñòî ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè çàäàþò äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè.
Ïðè ýòîì íà÷àëî êîîðäèíàò åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, à áàçèñíûå âåêòîðû èìå-
þò åäèíè÷íóþ äëèíó è ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ïðÿìûì. Ýòî ëèøü ÷àñòíûé
ñëó÷àé òàêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðè èçëîæåíèè äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî áàçà, âõîäÿùàÿ â ñèñòåìó êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, õîòÿ
íåêîòîðûå îðìóëû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Åñëè âûáðàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî êàæäàÿ òî÷êà P ïîëó÷àåò êîîðäèíàòû: ýòî êî-
îðäèíàòû âåêòîðà, èäóùåãî èç íà÷àëà â ýòó òî÷êó, ïîäñ÷èòàííûå â âûáðàííîé áàçå.
Âåêòîð
−→
OP = x0α+ y0β, è ÷èñëà x0, y0 ñòàíîâÿòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè P (èñ.3).
α
P
β
O
èñ. 3: Êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè.
9.2 Îïðåäåëåíèå ïðÿìîé
Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàêîé-ëèáî ñâîåé òî÷êîé P (îïîðíîé òî÷êîé) è
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì α ïàðàëëåëüíûì ýòîé ïðÿìîé. Ïîä óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî-
íèìàþò óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîîðäèíàòû (x, y) òî÷êè òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êà
αγ
O
P
èñ. 4: Îïðåäåëåíèå ïðÿìîé. Âåêòîð γ - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, êîíåö êîòîðîãî ëåæèò
íà ïðÿìîé
ëåæèò íà ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâ-
íåíèþ. Èìååì
γ =
−→
OP + tα
ãäå t  ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñûâàåì â êîîðäèíàòàõ
x = x0 + at; y = y0 + tb (11)
Çåñü P = (x0, y0); α = (a, b). Óðàâíåíèå(11) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé îðìå. Ýòî îñíîâíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Èç íåãî, èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðÿìîé â êàíîíè÷åñêîé îðìå
x− x0
a
=
y − y0
b
Â ýòîì óðàâíåíèè îáðàùåíèå â íîëü çíàìåíàòåëÿ âëå÷åò îáðàùåíèå â íîëü ÷èñëèòåëÿ.
Ýòî ñëåäóåò èç ïàðàìåòðè÷åñêîé îðìû óðàâíåíèÿ. Â êàíîíè÷åñêîé îðìå ðåøàåòñÿ
çàäà÷à: ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êó ïàðàëëåëüíî çàäàííîìó âåêòîðó. Â ÷àñòíîñòè
x− x0
x1 − x0 =
y − y0
y1 − y0
ðåøåíèå çàäà÷è î ïðîâåäåíèè ïðÿìîé ÷åðåç äâå òî÷êè.
àññìîòðèì óðàâíåíèå
ax+ by = c, a2 + b2 > 0 (12)
Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì, ýòî ñèñòåìà ðàíãà 1 îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
åøåíèå òàêîé ñèñòåìû èìååò îðìó (11), ïîýòîìó óðàâíåíèå (12) îïðåäåëÿåò ïðÿ-
ìóþ. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îáùåé îðìå.
Ïðåäëîæåíèå 29 Â óðàâíåíèè (12) âåêòîð γ = (a, b) îðòîãîíàëåí ïðÿìîé. Îí íà-
çûâàåòñÿ íîðìàëüþ ê ïðÿìîé.
åøåíèå çàäà÷è: ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0) îðòîãîíàëüíóþ äàííîìó âåê-
òîðó γ = (a, b) çàäàåòñÿ îðìóëîé
a(x− x0) + b(y − y0) = 0
10 Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå
Àííîòàöèÿ. Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âûâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ
ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
10.1 Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå
Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ êàêîé-ëèáî ñâîåé
òî÷êîé P (îïîðíîé òî÷êîé) è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì α ïàðàëëåëüíûì ýòîé ïðÿìîé.
Â ñèëó ýòîãî, ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò òåì æå, ÷òî è â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
àçëè÷èå âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè. Òåïåðü ïðèñóòñòâóþò òðè
êîîðäèíàòû
x = x0 + at y = y0 + tb z = z0 + tc (13)
Èç íåãî, èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðÿìîé â êàíîíè÷åñêîé îðìå
x− x0
a
=
y − y0
b
=
z − z0
c
Áåðÿ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè, ïîëó÷à-
åì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè. Îáðàùåíèå â íîëü çíàìåíàòåëÿ
èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
10.2 Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå
Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé P è ïàðîé íåêîëëèíåàðíûõ
âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ ýòîé ïëîñêîñòè (èñ.5)
γ =
−→
OP +
−−→
PP ′ =
−→
OP + uα+ vβ
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â êîîðäèíàòàõ èìååò âèä
x = x0 + ua1 + vb1 y = y0 + ua2 + vb2 z = z0 + ua3 + vb3 (14)
Çäåñü α = (a1, a2, a3) β = (b1, b2, b3), à òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû (x0, y0, z0). Äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (X −−→
OP, α, β) = 0, èëè â êîîðäèíàòíîé îðìå
∣∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0
a1 a2 a3
b1 b2 b3
∣∣∣∣∣∣∣ = 0
γO
P
α
β
P ′
èñ. 5: Ïëîñêîñòü çàäàíà îïîðíîé òî÷êîé è ïàðîé íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
Åùå îäíî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà
−−→
PP ′
íîðìàëè ν = (n1, n2, n3). Â êîîðäèíàòàõ ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:
n1(x− x0) + n2(y − y0) + n3(z − z0) = 0 (15)
Óðàâíåíèå (15) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è: ïðîâåñòè ïëîñêîñòü ÷åðåç òî÷êó îðòîãîíàëüíî
çàäàííîìó âåêòîðó.
10.3 Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îáùåé îðìå
àññìîòðèì óðàâíåíèå
Ax+By + Cz = D, A2 +B2 + C2 > 0 (16)
Ýòî óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà (14) è ïîýòîìó îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü. åî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýèöèåíòîâ A,B,C  êîîðäèíàòû âåêòîðà îðòîãîíàëüíîãî ê
ïëîñêîñòè.
11 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè.
Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà
Àííîòàöèÿ. Äàþòñÿ óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè. Âûâîäÿòñÿ îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé
è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, îðòîãîíàëüíûå ïðÿìûå, ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè äî ïðÿìîé, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
11.1 Óðàâíåíèå ïðÿìîé â íîðìàëüíîé îðìå
Óðàâíåíèå ïðÿìîé â íîðìàëüíîé îðìå èìååò âèä
x cos(t) + y sin(t)− r = 0, r ≥ 0 (17)
Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ â îáùåé îðìå
Ax+By − C = 0
ïóòåì äåëåíèÿ íà ±√A2 +B2. Óðàâíåíèå (17) èìååò ñëåäóþùèé ñîäåðæàòåëüíûé
ñìûñë. Íîðìàëü ν = (cos(t), sin(t)) ñêàëÿðíî óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð γ = (x, y) è â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ èêñèðîâàííîå ÷èñëî r. Åñëè òî÷êà P = (x0, y0)  ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà íà ïëîñêîñòè, òî âûðàæåíèå
|x0 cos(t) + y0 sin(t)− r|
âû÷èñëÿåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé (ñì. èñ.6). Â ÷àñòíîñòè, r åñòü ðàññòîÿ-
r
O
ν
P
d
èñ. 6: Âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé
íèå îò ïðÿìîé äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Îáðàòèì âíèìàíèå íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ν.
Îí íàïðàâëåí îò íà÷àëà êîîðäèíàò ( åñëè ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî). Ïðÿ-
ìàÿ ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, èç êîòîðûõ îäíà ñîäåðæèò íà÷àëî
êîîðäèíàò. Çíàê ðàçíîñòè x0 cos(t) + y0 sin(t)− r îïðåäåëÿåò, â êàêóþ ïîëóïëîñêîñòü
ïîïàëà òî÷êà P. Ïðè äåëåíèè óðàâíåèèÿ ïðÿìîé íà ±√A2 +B2 çíàê âûáèðàåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíèëîñü íåðàâåíñòâî ±√A2 +B2C > 0.
11.2 Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè
Îïðåäåëåíèå 44 Óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé
èç âåðòèêàëüíûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ëåæèò â èíòåðâàëå [0, π/2]. Òàêèì
îáðàçîì, ñèíóñ ýòîãî óãëà ñîâïàäàåò ñ ñèíóñîì óãëà ìåæäó íîðìàëÿìè ê ýòè ïðÿìûì.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè íîðìàëè îðòîãîíàëüíû (îáðàùàåòñÿ â íîëü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå), òî è ïðÿìûå îðòîãîíàëüíû. Åñëè îäíà èç ïðÿìûõ çàäàíà óðàâíåíèåì â îáùåé
îðìå
Ax+By = C,
à äðóãàÿ ïðÿìàÿ îïðåäåëåíà êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì
x− x0
a
=
y − y0
b
,
òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ ïðÿìûõ ðàâíîñèëüíî ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ (A,B)
è (a, b). Åñëè îáå ïðÿìûå çàäàíû êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, òî óñëîâèå ïàðàëëåëü-
íîñòè ïðÿìûõ ñâîäèòñÿ ê ïàðàëëåëüíîñòè íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. ×òîáû ðàçëè÷èòü
ïàðàëëåëüíûå è ñîâïàäàþùèå ïðÿìûå ïðè óñëîâèè ïàðàëëåëüíîñòè íàïðàâëÿþùèõ
âåêòîðîâ, íàäî îïîðíóþ òî÷êó ïåðâîé ïðÿìîé ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå âòîðîé ïðèÿ-
ìîé.
11.3 Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
Ïóñòü òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè çàäàí òðåìÿ âåðøèíàìè ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0),
(x1, y1), (x2, y2). Ïëîùàäü S ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà,
ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ α = (x1 − x0, y1 − y0) è β = (x2 − x0, y2 − y0). Èñïîëüçóÿ
ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå óêàçàííûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷èì, ÷òî
S2 =
1
4
det
(
(α, α) (α, β)
(α, β) (β, β)
)
S =
1
2
∣∣∣∣∣det
(
x1 − x0 y1 − y0
x2 − x0 y2 − y0
)∣∣∣∣∣
12 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå.
Âû÷èñëåíèå îáúåìà ïèðàìèäû
Àííîòàöèÿ. àññìàòðèâàþòñÿ âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ ïàðû ïëîñêîñòåé, ïðÿìîé è
ïëîñêîñòè, ïàðû ïðÿìûõ. Âûâîäÿòñÿ îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
äî ïðÿìîé è äî ïëîñêîñòè, à òàêæå äëÿ ïîäñ÷åòà îáúåìà òåòðàýäðà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ïàðà ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå, ïàðà ïëîñêîñòåé, ðàññòîÿíèå äî
ïðÿìîé, îáúåì òåòðàýäðà.
12.1 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé
Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî óãëó ìåæäó ïðÿìûìè íà
ïëîñêîñòè: Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû äâå ïëîñêîñòè
Ax+By + Cz = D (18)
è
A1x+B1y + C1z = D1 (19)
Ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè ðàâåí ñèíóñó óãëà ìåæäó íîðìàëÿìè ê ýòèì ïëîñêîñòÿì. Â
÷àñòíîñòè, ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíû, åñëè îðòîãîíàëüíû íîðìàëè ê ýòèì ïëîñêîñòÿì.
Åñëè íîðìàëè ïàðàëëåëüíû, òî ïëîñêîñòè èëè ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò.
12.2 Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü
Ïóñòü çàäàíû ïëîñêîñòü óðàâíåíèåì (18) è ïðÿìàÿ
x− x0
a
=
y − y0
b
=
z − z0
c
, (20)
Ïðÿìàÿ îðòîãîíàëüíà ê ïëîñêîñòè, åñëè ïàðàëëåëüíû âåêòîðû (a, b, c) è (A,B,C).
Åñëè ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû è òî÷êà (x0, y0, z0) ëåæèò â ïëîñêîñòè, òî è âñÿ ïðÿ-
ìàÿ ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè.
Åñëè ïðÿìàÿ íå ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè è íå ëåæèò â íåé, òî ó íåå åñòü åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ. Äëÿ îòûñêàíèÿ ýòîé òî÷êè çàïèøåì óðàâíåíèå
(20) â ïàðàìåòðè÷åñêîé îðìå è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè (18). Ïîëó÷èì
A(x0 + at) +B(y0 + bt) + C(z0 + ct) = D
Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿåì ñàìó
òî÷êó.
12.3 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå
Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè (ñîâïàäåíèÿ) äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê ïðî-
âåðêå óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Åñëè ýòè âåêòîðû ïàðàë-
ëåëüíû è îïîðíàÿ òî÷êà îäíîé ïðÿìîé ïðèíàäëåæèò äðóãîé, òî ïðÿìûå ñîâïàäàþò,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè ïàðàëëåëüíû. Â îáùåì ñëó÷àå íåïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íå
îáÿçàíû ïåðåñåêàòüñÿ è òîãäà îíè íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ,
ñèíóñ óãëà ìåæäó òàêèìè ïðÿìûìè ðàâåí ñèíóñó óãëà ìåæäó íàïðàâëÿþùèìè âåêòî-
ðàìè. Â òî æå âðåìÿ èìååòñÿ ïðîñòîå óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ íåïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
Ïðåäëîæåíèå 30 Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå, îïðåäåëåííûå íåêîëëèíåàðíûìè íàïðàâ-
ëÿþùèìè âåêòîðàìè α = (a1, a2, a3) è β = (b1, b2, b3), è äâóìÿ îïîðíûìè òî÷êàìè P0
è P1. Ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå∣∣∣∣∣∣∣
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
a1 a2 a3
b1 b2 b3
∣∣∣∣∣∣∣ = 0
αO
P0
P1
β
èñ. 7: Ê óñëîâèþ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå
12.4 Íàõîæäåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàí-
ñòâå
Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ íåïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ. àññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå
ïðÿìîé (20). Íà ñàìîì äåëå, ýòî çàïèñü äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â îáùåé îðìå,
êàæäîå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, à ïðÿìàÿ åñòü ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïëîñêî-
ñòåé. Òåïåðü îòûñêàíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé ñ îäíîé èç ïëîñêîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ âòîðóþ ïðÿìóþ.
12.5 àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå
Äëÿ îòûñêàíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P äî ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü ÷åðåç
òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé ïðÿìîé, íàéòè òî÷êó Q ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ
ïðÿìîé è îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò áîëåå ýëåãàíò-
íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è. Ïóñòü òî÷êà P ′  îïîðíàÿ òî÷êà ïðÿìîé, à
âåêòîð α  íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (ñì. èñ.8). Îáîçíà÷èì ÷åðåç dist èñêîìîå ðàññòî-
ÿíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ
|[α,−−→P ′P ]| = |α||−−→P ′P | sin(α,−−→P ′P ) = dist|α|
Ýòî ïîçâîëÿåò ñðàçó íàéòè dist.
αPP
′
O
èñ. 8: Ê îòûñêàíèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå
12.6 àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè
Ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé ðàíåå äëÿ òî÷êè è ïðÿìîé íà ïëîñêî-
ñòè. Ïóñòü ïëîñêîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â îáùåé îðìå
Ax+By + Cz −D = 0.
Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê íîðìàëüíîé îðìå, ðàçäåëèâ ýòî óðàâíåíèå íà±√A2 +B2 + C2.
Âåëè÷èíà
1√
A2 +B2 + C2
|Ax0 +By0 + Cz0 −D|
ðàâíà ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè (x0, y0, z0) äî ýòîé ïëîñêîñòè.
12.7 Îáúåì òåòðàýäðà
Ïóñòü òåòðàýäð çàäàí ñâîèìè âåðøèíàìè A,B,C,D. Îáúåì òåòðàýäðà ðàâåí
V =
1
6
|(−→AB,−→AC,−−→AD)|
×òîáû ïðîâåñòè âûñîòó èç âåðøèíû A äîñòàòî÷íî íàéòè âåêòîð ïàðàëëåëüíûé ýòîé
âûñîòå. Ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí îñíîâàíèþ B,C,D, ïîýòîìó îí ïàðàëëåëåí âåêòîð-
íîìó ïðîâåäåíèþ [
−−→
BC,
−−→
BD].
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14 Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé
14.1 Àëãåáðà
1. Ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ ÷èñëà èëè ýëåìåíòû ïîëÿ
2. Ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ ìàòðèöû, ïîëÿ, ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâå
3. [i|j]  ýëåìåíò ìàòðèöû A, ñòîÿùèé â ñòðîêå ñ íîìåðîì i è ñòîëáöå ñ íîìåðîì j
4. A(i|j)  ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé âû÷åðêèâàíèåì ñòðîêè ñ íîìåðîì i
è ñòîëáöà ñ íîìåðîì j
5. A[i1, . . . , ik|j1, . . . , jk]  ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ñòîÿùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè óêàçàí-
íûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ
6. A[(i1, . . . , ik|j1, . . . , jk)  ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì óêàçàí-
íûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ
7. A[i|∗]  ñòðîêà ìàòðèöû ñ íîìåðîì i
8. |A| èëè det(A)  îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
9. rank(A)  ðàíã ìàòðèöû
10. dim(L)  ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
11. ñòðî÷íûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà
14.2 åîìåòðèÿ
1. Ñòðî÷íûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ âåêòîðû  íàïðàâëåííûå îòðåç-
êè
2. Ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ ÷èñëà èëè ýëåìåíòû ïîëÿ
3. Ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷àþòñÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè è â ïðî-
ñòðíàñòâå è êîýèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ
4. (α, β)  ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
5. [α, β]  âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
6. (α, β, γ)  ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
7. S  ïëîùàäü èãóðû
8. V  îáúåì èãóðû
